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Análisis Funcional. Examen II

Ejercicio 1 (3 puntos). Teorema de representación de Riesz-Fréchet en espacios de
Hilbert.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Sea E = {u ∈ C([0, 1]) : u(0) = 0} con la norma usual

∥u∥ = máx
t∈[0,1]

|u(t)|

Consideremos el funcional lineal f : E → R dado por

f(u) =

∫ 1

0

u(t) dt ∀u ∈ E

a) Probad que f ∈ E∗ y calculad ∥f∥E∗ .

b) ¿Existe u ∈ E tal que ∥u∥ = 1 y f(u) = ∥f∥E∗?

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Sea E un espacio de Banach. Probad que si un subcon-
junto A ⊂ E es compacto en la topoloǵıa débil σ(E,E∗), entonces A es acotado.

Ejercicio 4 (2 puntos). Sea E un espacio de Banach reflexivo y K ⊂ E un subcon-
junto convexo, cerrado y acotado. Dotamos a K con la topoloǵıa débil σ(E,E∗) (que
hace compacto a K). Sea F = C(K) con la norma uaual. Si µ ∈ F ∗ con ∥µ∥ = 1 y

⟨µ, u⟩ ⩾ 0 ∀u ∈ C(K) tal que u ⩾ 0 en K

probad que existe un único elemento x0 ∈ K tal que

⟨µ, f
∣∣
K
⟩ = ⟨f, x0⟩ ∀f ∈ E∗

(Pista: Encontrad primero x0 ∈ E verificando ⟨µ, f
∣∣
K
⟩ = ⟨f, x0⟩ ∀f ∈ E∗ y a

continuación probado que x0 ∈ usando el teorema de Hahn-Banach).
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